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1. EKVIVALENTNOST

Binarna relacija na skupu S jeste svaki podskup S2. Neka je j binarna relacija na skupu S, tada

kazemo da je x u relaciji sa y u oznaci x

J
y ako (x,y)
I
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binarna relacija na skupu S inverzna relacija relacije
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jeste binarna relacija
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za relaciju

J
na skupu S kazemo da je:

- refleksivna akko &quot;aliS i aja
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- antirefleksivna akko &quot;alS i u(aja)

- simetri¢na akko ajb P bja

- antisimetriéna akko ajb U bja b a=b

- tranzitivna akko ajb U bjc b a=c

Relacija j je relacija poredka na S ako je refleksivna, antisimetri¢na i tranzitivna.

2. UREDENI SKUPOVI

Za svako S na kome je definisano uredenje < kazemo da je ureden skup i ozna¢avamo ga sa
(S, <).

Za uredenje < u skupu S kazemo da je potpuno, ako za svako x,yiS vazi samo jedan od
sledecih uslova x< Y, X=y, X>

y

U
suprotnom
ure

d

enje

je

delimi

¢

no
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Neka je (S,<) ureden skup i AiS. Ako postoji element u,iA takav da je ya svako alA, no=a
kazemo da je
u

o
najmaniji element skupa A. Za podskup A uredenog skupa

I/\:'CB

) kazemo da je majoriran (ogranicen odozgo) u S ako postoji m
I

S takvo da je (

&quot;

), a
m. podskup A je minariran u S ako postoji

A > —

— 3

S takvo da je (
&quot;

p 3>
A~

Neka su S i S' dva uredena skupa, a f:x®x' preslikavanje S u S'. Za ovo preslikavanje kazemo
da je monotono ako x<y U f(x) <f(y). Neka je f
izomorfizam iz Su S'. Ako je

A

i

S i A'=f(a) onda je element m'=f(m) minimalan (maksimalan), minoranta (majoranta), najmaniji
(najvedi), infimum (supermum).

3. MREZE
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Za uredeni skup (S,<) kazemo da je mreza ako svaki njegov ekvivalentni podskup ima infinum i
supermum. Ako je S mreza onda za &quot;x,y,zIS vazi:

1.xUa=a xUx=x idempotentost

2. xUy=yUx xUy=yUx komutativnost

3. xU(yUz)=(xUy)Uz

xU(yUz)=(xUy)Uz asocijativnost

4. xU(xUy)=x=(xUy)Ux apsortivnost

Mreza je distinktivna ako vazi bar jedan od sl. uslova:

(&quot;x,y,zIS)

xU(yUz)= (xUy)U (xUz)

xU (yUz)= (xUy) U (xUz)

neka je S uredeni skup. Najmanji element skupa obi¢no se naziva nula (0), onaj veci jedinica
(1). Mreza S sa nulom i jedinicom naziva se mreza komplementima ako za (&quot;alS) postoji

$
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U distinktivnoj mrezi komplement je jednoznaéno odreden i ozna¢avamo ga sa ua. Distinktivna
mreza sa komplementima naziva se Bulova algebra.

4. GRUPOIDI

Binarna operacija u skupu G jeste preslikavanje f skupa GxG u skup G. Ureden par (G,f)
nazivamo grupoid a kordinatni broj (G) skupa G — red grupoida. Slika f(x,y) naj¢esée se piSe u
obliku proizvoda tj. (x,y)®x+y i kazemo da je (G,0) multiplikativna a (G,+) aditivan grupoid.

Za elemente x,y grupoida G kazemo da su komutativni ako vazi xy=yx. Grupoid u kome su
svaka dva elementa komutativna naziva se komutativni grupoid. U grupoidu postoji najviSe
jedna jedinica.

Polugrupa sa jedinicom: monoid. Za element a grupoida G kazemo da je skrativ ako ax=ay U
xa=ya

=

x=y. Grupoid sa skrativim elementima — grupoid je sa skradivanjem.

Grupoid G je kvazigrupa ako za date a,biG posto je jedini¢no odredeni element x,y1G takvi da
je ax=b U
ya=b. {j. (

&quot;

a,b

i

G) (

$
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I X,y

G) ax=b

ya=b

Svaka kvazigrupa je grupoid sa skracivanjem. Grupoid G grupa akko je podgrupa i kvazigrupa.

Grupoid j(G) je: komutativan

grupoid sa jedinicom

polugrupa

Akko ima odredenu osobinu i na G.

5. HOMOMORFIZMI | KONGRUENCIJA GRUPOIDA

(G,0) i (G,*) su dva grupoida i f preslikavanje skupa g u skup G. Za preslikavanje f kazemo da
je homomorfizam grupoida G u grupoid G' ako vazi: ( &quot;x,ylG) f(x)*f(y)

Za homomorfizam kazemo da je monomorfizam ako je f injekcija a epimorfizam ako je f
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surjekcija. Homomorfizam koji je monomorfizam i epimorfizam naziva se izomorfizam.

Za grupoid G' kazemo da je homomorfna slika grupoida G ako postoji epimorfizam iz G u G".
Ako je grupoid G grupoid sa skracivanjem i kvazigrupa onda i odgovarajuéu osobinu ima i svaki
izomorfni grupoid G'. Neka je G grupoid i a ekvivalent na G. Ze realizaciju kazemo da je
kongruencija u grupoid G ako je a saglasna sa
operacijom grupoida G tj. ako a

a

Xxib

a

y onda ab

a

xy. Ako je f homomorfizam iz grupoida G u grupoid G' onda je jezgro

a

=kon

a

u G a kanonicko preslikavanje k:

a

a

®

f(a). Ako je epimorfizam iz grupoida G u grupoid G' onda su grupoidi G/ kon

a

u G'izomorfizam.

6. PODGRUPE

Nepoznati podskup H grupoida G naziva se podgrupa grupoida G ako i samo ako a,biHPabiH.
Ko je grupoid G podgrupa onda je svaki njegov podgrupoid i podpolugrupa.

Ako je G grupa sa jedinicom e i f=HIG slededi izrazi su ekvivalentni:

a) H je podgrupa grupe G
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b) eiH, a,biHPa'; abiH

c) a,biHPab 11H

Dokaz:

H je grupa a,biHPabiH. Neka je q jedinica grupe H. eq=q=qxqPe=q, eiH. a-' je inverzni
element za a u grupi H. Ako je a

.

inverzniel.au G: a

X

a

1

=e=aa
-1

vazi pod b) e
|

!—I. Ko a,b

|

H onda a,b

-1

A

|
Hiab
-1

IS

I
H jer vazi pod a).

Ako je G grupoid i HiG onda je H polugrupoid u G ako i samo ako je HHiG. Uslov a,biHPabiH
ekvivale- ntan je uslovu HH
i

G. Neka je H neprazan podskup grupe G tada su sl. Iskazi ekvivalentni:

1. H je podgrupa u G
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2. H'iH i HHIH

3. HH'H

7. NORMALNE PODGRUPE

Podgrupe kod kojih je (&quot;x1G) xH=Hx nazivaju se normalne podgrupe. Jednadina podgrupe
E= {e} | samo grupa G normalne su podgrupe grupe G.

Ako je G komutativna grupa onda je | svaka njena podgrupa normalna. H je normalna podgrupa
grupe G ako je: (&quot;xIG) x'Hx=H

Dokaz:

Neka je H norm. podgrupa i tada prema:

&quot;x1G, xH=Hx imamo

H=eH=(x""xx)H= x"(xH)= x""Hx

Ako je H normalna podgrupa grupe G sa jedinicom e onda je relacija a konvergencija u G. Ako
je G grupa sa jedinicom e onda je ekvivalentnost

a

na G konvergencija u G, ako i samo ako je
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a
e

norm. podgrupa grupe G. Neka je
a

konvergencija u G. Iz x

a

y sledi:

e=xTxxa x'yie=x xx1a yx'odnosnoxy,yx"'1ae

8. CIKLICNE GRUPE

Neka je S podgrupa niN tada elemente ai,az... za aj=az=a,=a nazivamo n-ti stepen elementa
| oznaCavamo ga sa a n.Akoje S
adaptivna podgrupa umesto a

n

piSe na. Ako je a podskup grupe G podgrupu mozemo pisati kao skup svih elemenata iz G koji
mogu biti predstavljeni u obliku proizvoda stepena sa celim izloZiocem konacnog broja
elemenata iz G. Tako je: <a>={a

n

— —

Za podgrupu <a> kazemo da je cikli¢na grupa generisana elementima a. Svaka ciklicha grupa
je komutativna, G je ciklicna grupa: x,y IG; m,nlZ; x=a™; y=a" Pxy= a™ a"=a™"= a

n+m

=yX

Ako grupa G ima prost red onda je ona cikli¢na. Ako je grupa G ciklicna grupa i H njena
podgrupa onda su grupe H i G/H ciklicne: G=<a> H={e}=E

10/19



Matematika || - druga godina - Seminarski, Maturski, Diplomski

Jedini¢na podgrupa grupe G je cikli¢na grupa reda 1 sa generatorom e.

9. PRSTEN

Za algebru (R,+, x) sa dve binarne opera-cije + i x kazemo da je prsten ako vazi:

(R,+) je komutativna grupa

(R, x) je polugrupa

(&quot;a,b,ciR) , a(b+c)=ab+ac

(a+b)c=ac+bc

Za (R,+) kazemo da je adaptivna grupa, a za (R, x) da je multiplikativna grupa prstena. Umesto
(R,+, x) obi¢no se pise samo R. Ako je (R, x
) komutativna polugrupa kazemo da je R komutativan prsten. Neutralni elemenat adaptivne
grupe prstena R ozna¢avamo sa o i nazivamo o prsten.

Ako je R prsten za svako a,b,cIR vaZe sledeée jednakosti:
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A0=0a=0

-a(b)=a(-b)=-ab

(-a)(-b)=ab

a(b-c)=ab-ac

(a-b)c=ac-bc

U prstenu R vazi:

(&quot;a,biR, niZ) n(ab)=(na)b=a(nb)

10. KONGRUENCIJA | IDEALI PRSTENA

(R,+, x) i (R',+, x) su prsteni. Preslika-vanje f:R®R' naziva se homomorfizam prstena, a ako je
to preslikavanje homomorfne grupe (R, x) U
polugrupu (R',

X

) tj. ako vazi:

(&quot;x,yIR) f(x+y)=Ff(x)+(y), f(xy)=f(x)f(y)
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Za homomorfizam f iz prstena R u prsten R' kazemo da je nulti ako je f(r)=0', gde je o' nula
prstena R'.

Ako je f:R®R' nulti epimorfizam iz prstena (R,+, x) u algebru (R',+, x) istog tipa, onda je R'
prsten.

Ako je pored toga prsten R:
- Komutativan

- Prsten sa jedinicom
- Telo

- Polje

Tada odgovarajuéu osobinu ima i R'. Za ekvivalentnost a u skupu R kazemo da je kongurencija
u adaptivnoj grupi i u multiplikativnoj polugrupi prstena R'. Ako je

a

kongurencija u prstenu R onda je nad

a
R
®

R/

a
epimorfizam i R/O je prsten, R je prsten a | je neprazan skup tog prstena.

Za | kazemo da je ideal prstena R ako je: | — podgrupa adaptivne grupe prstena R. (&quot;xiR,
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=

, Xa

— —x o

. Ekvivalentnost

Q

na prstenu R je kongurencija u R ako i samo ako je
a

0
ideal prstena R.

11.POLJA

Svaki konacni prsten ima konacnu karakteristiku. Neka je R prsten sa jedinicama e. R ima
konacnu karakteristiku ako i samo ako postoji prirodan broj i takav da je nxe=0. Najmaniji
prirodan broj sa ovom osobinom je k-ka prstena R. Neka je R prsten sa jedinicama e i bez
nepravilnih detalja nule. Ako R ima konac¢nu k-ku p, onda je p prost broj, a ako R nema kona¢nu
k-ku, onda je jedna k-ka nula.

Ako R konacan prsten sa jedinicom i bez netrivijalnih delitelja nule, onda postoji broj p i prirodan
broj k, tako da vazi: 2RVz=pX.

K-ka polja je prost broj ili nula. Ako je F konac¢no polje onda je "2F'2=pk, gde je p k-ka polja.
Konacna polja zovu se Galbova polja. Svako polje F je vektorski prostor nad svojim proizvoljnim
podpoljem p.
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12. POLINOMI

Ako a,bIR[x] onda a+b, a-b, abIR[x] tj. R[x] je podprsten prstena Rx. Pri tome vazi:
deg (a+b), deg(a-b) < max (deg a, deg b)

deg (a,b) <dega+degb

Ako je R prsten bez netrivijalnih detalja nule, onda je deg (a,b) <deg a + deg b

Prsten R[x] zove se prsten polinoma nad R po argumentu x. Elementi prstena R[x] zovu se
polinomi. Nula element prstena R
[X] zovu se koeficijenti polinoma (a

Koeficijenti nula polinoma su svi jednaki nuli. Ako je a,b

IS

X] pri¢emu je b

]
0 onda postoje jednoznacno odredeni q,r

IS

).
|
F
[
|

F
[X] takvi da vaze a=qb+r | deg r< deg b
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Polinomi stepena nula su nesvodljivi. Polinom d je zajedniCki delitelj za a i b.

13. VEKTORSKI PROSTORI

Neka je (V,+) komutativna grupa i k polje brojeva. Ako je definisano preslikavanje (a,a)® aa iz
kxV u V sa osobinama

a

(x+y)=

a

x
+

—

x
+ I

OO0 X O X 0T + 909K QO

X
~—
Il
—

X, 1x=x za svako

[V e

- o -

Kixy
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IS

I
V onda V nazivamo vektorski prostor nad poljem k. Elemente skupa V nazivamo vektori, a
elemente polja k skalari.

Operacija f: V2®V zove se sabiranje vektora, a operacija koja preslikava kxV u V zove se
mnoZenje vektora skalarom. Neutralni element grupe (V,+) zove se nula vektor prostora V.
Neka je V vektorski prostor nad poljem k. Ako je izraz a1Xq1 + azX2 +...+ anXp=0
kazemo da su vektori linearno nezavisni, a ako postoje skalari takvi da je:

2

a

1

Y

+

Y

a

2

2

+...+

2

a

4

Y

>

0ivazi:

oY)

WoF P XN oo X

=}

X

n
=0 kazemo da su vektori linearno zavisni.

Neprazan podskup U vektorskog prostora V je podprostor V ako iz x,yiU i a,bik sledi ax+byiU.
Presek podprostora U
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14. BAZA VEKTORSKOG PROSTORA
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Neka je V vektorski prostor. 1z svakog skupa u=G(V) moze se izdvojiti baza. Svaki element
vektorskog prostora V moze se na samo jedan nacin izraziti kao linearna kombinacija vektora i
baze B.

Svaka baza B vektorskog prostora V jeste maksimalan linearni nezavistan podskup V. Ako
vektorski prostor V ima bar jednu bazu sa kona¢nim brojem elemenata on se naziva konacno
dimenzionalan prostor. U suprotnom prostor V je beskona¢no dimenzionalan.

Broj vektora proizvoljne baze kona¢no dvodimenzionalnog vektorskog prostora naziva se
dimenzija.

dim(V1+V2)=dimV +dimV, ® dim(V1GV2)

Svaka baza vektorskog prostora V naziva se i kordinatni sistem tog prostora.
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